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De verdeling der priemgetallen.

§1. Dcfinitie der functies, die zullen worden gebrulkt.

In hct volgende stelt p steeds een priemgetal voor.
Het aantal priemgetallen < x wordt voorgesteld door m(x).

Deze hele cursus zal worden opgebouwd om het bewijs van de fundamen-

tele stelling, de priemgetal-stelling

Stelling A 1im '”%X) = 1
G VL A—
log x

Na ftalrijke hulpstellingen zullen wij in staat zijn deze fundamentele
stelling (Hadamard, de la Vallée-Poustin,1890) te bewijzen.

Daarvoor moeten wij o.a. gebruik maken van de volgende arithmetische
functies:

B(x) = 7__ log p = log ;I; p. (1)
D & X =

\Y(x) = E%:. log p (m geheel) ' (2)
P ogX

Onder invoering van het symbool van Dirichlet:
A (n)
A (n)
kunnen wij inplaats van (2) schrijven:

p(x) = 5 A(b).
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Voorbeeld: A (2) = A (4) = A(8) = 10g 2
A(3) =4 (9) = log 3
A (5) = log 5
A(T) = log 7
¢(40)='Z A(n) =3 log 2 + 2 log 3 + log 5 + log 7.

n £10

Lls p" de hoogste macht van p is <%, dan komt. log p in ?(x) m maal

m . , o N N N
voor. p is de hoogste macht van p, die deelbaar 1is op enig getal «X.
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Hicrult volgt:

Y

log U(x),

waarin U(x) het kleinste gemenc veelvoud is van alle getallen (X

m log p glog x; (m+1)loz p
Dus
m 18 het grootste gehele getnl

- e e e log %
Schrijfwijze: m = Tor T
OB L
Dus:
log x
H) o= E - log p.
*( ) { oz D :
pP&£X -
2, Het ordesymbool van Landau, bene

Vens

S log X,

log %
log ©

(%)

andere symbolen.

f(x) is cen willekeurige functie van X,

©(x) 18 cen positieve functic wvan x,
2) f(x) = 0(¢(x)) betekent: x)] € 4 w(x), waarin A onafhanke-

11k is van x voor 21lc¢ wearden van ¥, die in het spel zijn.
Voorbecld: 10x = 0(x); sin x =0(1); x = O(xg) VOOr X — co.
Men zegts £(x) is van de orde @ (x).
b) f(x) = o((x)) hbetckent dot ) o,

1
Voorbeeld: x:o(xg), gin ¥ ao(x)f voor X —¥ oo,
Men zegt dan: £(x) is van de nul-orde van @ (x).
¢) £{x)p(x) betekent dat - L,
'8y

Voorbeeld: X+1~ X VOO ¥ —30,

gin x v x, X+1 -~ 1 voor

=

N

— 0,

L s
Stelling 1 *f(x) =8 (x) + 0 ixa(log x)af VOOr X —¥ed,
L

Bewljs: p24=x, p35 XKews 18 goligkwrardig met p ¢x=, p:gxi~——.
Dus L 1 1

$(x)= 8(x)+B (%) +8 (x3) = B(xm
Do roelkks breckt automatisch afl ols x%?<2 ig, dus als

log x
m > 07 .

U1t delinitic volgt:

B (x) <x 1)0 X voor ¥ »2, dus n fortiori

g

i “
") < X7 log x £x° log x voo

O (x

J

se

rm>2,



P O0h) = og * (1og %)%}

my2

. . . og X
omdat het aantal termen in de reeks is [l 2 } = 0(log x).

Stelling 2% De functies O (x) en \¥(X) zijn beide 0(x) voor x -,

Wij moeten dus bewljzen, dat er positieve getallen A
zodat

11x<@(x)<hga; B::(%f ) < Byox (x >2).

T 1,A2 en B2 zljn,

In verband met stelling 1 is het voldoende om te bewljzen:

B(x)< iz en u&)(x})B,lx (x>2),

e

Wij zullen lets nouwkeuriger bewijzmens

Stelling 33 E}(n) ¢ 2n lowg 2 voor nllec waarden van n 21,

s

Bewije:

(2‘3’1‘*‘1){ (‘?11+1)(2111)~“*(\1+2) . PO
Y GE R Z¥ iz geheel
\ _ ) ] U L e - 2m+1
Dit getnl komt 2 mnal voor in de binominal-ontwikkeling voor (1+1) s
2m+1 2m
dus 2M <2 , Mg277,
Voor m+1 <p £2m+1 is deelhnar op de teller, maar nlet op de noemer

van M, Dus:

i! D in deelbonnr op M.
m+1 < p gam+1

9(2HH4)—-@(m+4) = g%%%;p .2m+1log p £1log M <2m log 2.

P7AN

De woarheld van stelling 3 is trivianl voor n=1 en n=2,
Neem ann dat de stelling Julst is voor n gno—ﬂ.

Voor n_ cven is Q(r%J =6 (n_-1) <£2(n_-1)log 2<2n  log 2.
Voor n, oneven =2m+1 18

O (n,)= 6 (2n+1)= O (2me1)- B (m+1) + O (m+1) < 2n log 2+2(m+1)log 2

= 2(2m+1)log 2=2n_log 2, omdat m+1 <n_.

Dus stelling 3 is Juist voor n=n, dus bi] inductie voor alle gehele
waarden van n.

Hiermede 18 dug bewezen:
@(n).<A2n met A, = 2 log 2.
Om nu te rewljzen: k} X >B_x merken wij op, dat de getallenrij
R 1 J ) 1Sy
1,2,0...0 Juist [%} p-vouden bevat
- y f]
Jjuist EE pT-vouden "
P
n

juilst X d}pj~vouden ", etc.
B



n
Dus s § ;T
Stelling U ny = ||t U
P
3tel nu fil 2; -2 {i%}
2n)! =" P Py
N = 5 = }
(n!) p £ en
. . -
Tedere term i% -2 [i% = 1 aols 5%} is oneven
pu p;. pl
=0 als " " even,
Deze term is verder ook =0 voor pmj>2n.
- (=89! 0 Qe n
Dus e < &—Ji——;}
m="] m m = log
L@ E‘P J = F
. log 2n‘
r N 2, I —
log N -L__,-u [m log p o= \#’(EU)
p K2
e w. (2n))  n+l n+2 2n | 4N
Qok 18 N= o) = 7 R 7 s >/:._
(n!)
Dus \}J(En) >log N2n log 2,
Voor x 22 stellen wij &%1 =n >71 dus
Y (k)2 y(en) zn log 2>7 log 2
. - 1 )
Dus &)«’(x) >Byx omet B, = ¢ log 2.

Met nehulp van stelling

A/ix <@('x) <A

met bhepazlde constanten

)
[4

1 ziet men nu gemakkeliljk:

;B <&y(x)-<ng

:,\x,‘ ’.;";Q,B,] ,B2 ®

Door verscherping van deze beschouwingen waren reeds Tachebycheff en
anderen (+ 1850) er in geslaagd voor de bovengrenzen A, en B, getallen-
waarden te vinden, die slechts weinig groter dan 1 waren, en evenzo
voor Aq en B,l getallenwaarden, dle slechts weinig kleilner waren dan 1.
Het was echter eerst aan cen latere generatie (Hadamard, de 1a Vallée-
Poussin 1896) om streng te bewijzen:
. X . (X
lim @i-l = 1im Jié—l = 1
X w3 o X X
Het bewiljs van deze uitkomst vereist echter veel meer.

L1lvorens

Stelling 5:

e
daartoe over te n

ey e
Zaan,

og een kleinigheidje:

Voor n >71 is er tenminste ¢én priemgetal p, zodat



n<p<en

zoda } pr+1 <2pr voor nlle waarden van r,
de . , ,

als p, het r priemgetal voordtelt,

(Deze stelling

ce

Vooropmerhing: Dege 2

vaelent,
Bewijs:.
b

S3tel ult het ongerijmde,

R IR i ST V)
CHUTaT men

n<p £2n,

Inat p ocen priemfactor Z1n van

I
\ (2n)! T n
N = = LTy
(1_‘ | )K D é 2n
[ hg
S _._} 2 ﬁ_]
& g pm

werd als postulaat uitgesproken door Bertrand),

uitspraken van de stelling zijn duidelijk ecqui-

dat voor zekere n:>29=512 geen p

2

=

Iy
— N,.n >2n,
3 n >

+Van,log 2n

Dan ds dus: kp >
Volgens onze canname is P <.
" lr,‘ s 2 8! s S Aa g '2 = <"’) o 2 ‘2 4
fola 3% <P &n 15, dan 18 2p €20 <3p, dus p°> § n
Duss
2n n A o~ .
- = - e — ~2=0) E IS) ilsl ne
ey [E>J 2 [p} 2-2=0 in strijd met (1).
Dus s
2 - . - Fal e - 2
IWéé-ﬂ voor clke pricmfactor van N,
Dus
S ) I
> ~n oy - -
[ 10}_5 p$§ 105@:6(—? 11)<3—-
piIN D 2
‘{)é-—:s- N
Als vervolgens
kp >2 is
log 2n :
- s [ ~ N e I \ e e )
dan i [ Tor o > l-xp}Q, dus 2 log p ¢k log p <
P <
y—
PR kp log p & V20 log (2n).
kp >2 F
log N« E::j log p + 2:::t ki log p Q.E:: logz p
A~ P ¥

kp: 1

fnderzijds:

N is de maximumterm van de ontwikkeling

dus:
2n

: >+__(2n

2+(¢/r])) £ ( \gn_,])ézn N

2

+\Ven.log 2n.

“=(/|+/l)2n



of:
) ) P
on log 2 <log 2n + log Nws%-n log 2 + ( V2n+1) log 2n

dus: s
2n log 2 43(1+VY2n) log 2n
Log (575 10(1+x)
Stel ————— e = x >0, dus 2n=2 .
10 log 2

aus 2100140 100 0 ¢ 3(1425(1¥K) ) q0(14x) 10g 2.

21001 ¢ 30 (44 ) (1522 L1450

;X ) - —-_'\...'
25% £30(14x) . 272 (14272 77F).
<

1-272Y (1+27°) (14x) . < 14x

bx
Maar 277 >1+5% log 2 > 1+%.

Dus als n >512, dan moet er een priemgetal zijn met

n<p 42n
Voor n <512 volgt uit de rij der priemgetallen

2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,631

dat don ook aan
(oY
Prpq <=Pp

wordt voldann, Dusn 2lgemeen

2p._ . Dit bewijs 1s van Erd0s en Kalmar,

pr%1< r

pemaldkeelijik worden afgeledd:

42, Uit stelling 2 kan
Stelling O A1-<TTYX) <l (Aq en A, zijn elndige getallen)

—_—
log %

Bewijas
é9(x) = 5“~ log p £log X E 1 ='ﬂ1x) log x.

Anderzijds 1s voor 0< 3 <1
. - .
O (%) = 2. . log p >(1=8)lozg x e
1-4 1.8
X <p LXK XK <p LXK
1-5}




Wij kunnen nog meer bewijzen, n,l.

Stelling 7@

lim TT(X)log £ - lim

Ti(x)log X _ 4
nSse O n—s < Y(X) '

Bewijs: Het is alleen nodig de eerste bewering:

i Mg x
n —» <« S(X)

te bewijzen. (St.1).

Uit bewijs stelling © volgt:

. 1-6
q éu.(x)log x_ ,x logx . 1

o1%) S B(x) -5

Wij kiczen bij gegeven £ >0 een getal & = & (g) met

-;\‘:]_:T; <1 +% .
Vervolgens onfo(ggﬁ) = x (&) met
%1~ %1og x log % ¢
2 L < £ voor x> X,
& (x) LY
LD LW, 1 $W(X)log X <1 +& voor X > % w.t.b,w
& (%)
Stelling 8: Het n° priemgetnl p, voldoet aan
Bqn log n-<pn-<B2n log (Bq en B2 zijn eindige getallen)
Bewiljs:
P n log p n log n
n=T (, R e
log p 2 2
n
Vervolgens 1is
ALD
1%n
n -—Tr(pn) >m
n
3Py . , 2 2
yf” L e Tor oo oo < MBn, dus pn‘<n3n
n log 28
pn<i~——:;—- <;B n log n.
§3. Enige algemene transformatieformules.
Stelling 9: ChsCoserecs. is een rij getallen, met




£(t) is cen functie van t.

yan geldt:

S cnf(n) = 2::1 c(n) if(n)—f(n+4?} + C(x)f(ﬁﬂ) .

n<x ngx-"1

en als f(t) continu differentieerbaar

11s bovendilen cj;O voor jlénq

ig voor © >0y dan is %
> cnf(n) = a(x)r(x) -j c(e)(t)dt.
n &% o,

Bewijs: N= [%|

.Z:, cnf(n) = c()E()+ {0(2)4(1)} f(2)+...+$[C(N)—C(N—1)} £(N)

]

s
o
v

)
= C 1)11(1) -r(e )j +o. O (N- 1)% (W-1)~ f(N)} +C(N)£(W)
wnnpmede de eerste formule bewezen 18, WeREns c(N)=C(x).
Voor n 4t<n+l is ¢(t)=C(n) dus

o(n) {f(n%f(m—’\)} - ~j:+1 c(t) £'(t)dt.

N ) a : e
Wegens C(t)=0 voor & <m, 18 hiecrmede de 2 formule bewezen.

nls toepassing bewljzen We:
5t.1ling 10: T 1o dogx +C o+ 0(),

- n
g
n{x

wanpin C een constant getal is (de constante vap Buler).

il

Becwijs: Stel c =7, £(t)= %—, dus C(x) Uq

e

Volgens de 2 formule uit stelling 9 1is:

- K j ] g5
N X
KR X
_ xl -x t- [£] at
===t -) Tt ®
1 v 1
= log X + {1 -j t"ﬁ] dtj J’ _—£§w dt - E;%ﬁL
h

= log x + C + E,

woarin n
¢ = mj b= i
p T

dt = constant.

[Va v

£~ [t] X [%] 1 1 2
E:j e - x-I® oo dt + = = = .
. tz % -’g X X



§ 4, Belangrijke sommaticformules.

Stelling 11 (hulpstelling).
- h ,x
- log” (5) = 0(x). (h>0).

n <%

n

¥
Bewijs: J log J(%) dt >1log h(-:-i—)
n-"1

Nn=2 n

2

- b'd %3]
% X - h. h
dus i:: log h(z)sj 1og h(%)dt = xjﬂ lgﬁgﬁ_.du <XJ’ 108 Y gy - ax,
/l
1

u

Spucimal gevals

=1 S qop n = [x] log x + 0(x) = x log x + 0(x).

Wesens stelling 4 is

n&X p&x m31Llp

w.,t.b.w.

n&x

T dogn= g L [i%l} log p = E;:; { ]10% p= 2 {A}I\

P gx

n¢x
De restterm z [g} - %ﬁ}f\(n) is in absolute waarde
n

MLaLW, 2 % (n) } : log n + O(i) = x log x + 0O(x)

ngx n4x

Hiermede 18 bewezens

Stelling 12: 2::: ig&ﬂl

n
n&x :

I

log x + 0(1),

en hierult volgt weer:

Stelling 13: y . 298 B2 _ 10z x + 0(1).

pex P
_— g E:: og z 1
Bewijs: ) z\hn) - ; i Ognf)
n 4% P £X m»2e D $ P
B og n
I » L St L wte -
PP P &

fls in de 2° formule van stelling 9 wordt gesteld:

() = ¢35 ¢y =A(n), dus C(x) = +(x)

[ 3 N

dan levert degze:



s xkén) _ ‘P§X) +J~X iﬂ%%l at.
2

ngx

Uit stelling 2 en stelling 12 volgt danc

X

j i) gt = 1og x + 0(1).
2 t

Uit de laatste ultkomst kan gemakkelijk worden afgeleld:

Stelling 14:  1im Jﬁ%ﬂl <1 Tﬁﬁ.i%?ﬂ S

Bewigs: Als lim Jﬁéil

=1 +8& met § >0, dan is voor

X >K

° g () > (14 %)x
dus
x x X &
- 0 - ™+ 5
| _J._gudj _.\e.g_vldmj_.radtmg)mgx..a,
2 2 ¢ X

i o
X
in tegensprank metjﬁ 3K%El dt = log x + 0(1).
t
2

Op =2n=2loge wijze komt men tot een tegensprask, 2ls men veronderstelt

dnt
Lim iﬁéﬁl = 1- 4.

™

Uit deze stelling en stelling 7 volgt nu onmiddellijk de belangrijke

ultkonst:

Stelling 15

5

1lim z%gléﬂ ; lim ﬂ;x
log X log X

e

m.2.W,: als 1im jféﬁl. bestaat, dan kan deze limiet niet anders dan
== x—=wv

og X
1 zijn,
Indcrdaad bestaat deze limiet (Stelling A), maar hierin schuilt juist
de grooteote moeilijkheid, die wij alleen op "elementaire" wijze (dus
zonder complexe functietheorie) kunnen overwinnen na het bewijs van

cnige zeer gecompliceerde hulpstellingen,



